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强化学习

1. 强化学习：概述

2. 强化学习的数学基础：马尔可夫决策过程

（Markov Decision Process）

3. 无模型强化学习：时间差分算法和Q-Learning

4. 人工神经网络和强化学习：值函数近似

5. 函数近似下的策略梯度法



强化学习的一般表述

• 基本术语

• 智能体（Agent）：负责决策的实体，也是算法的承载主体，智能体通过

持续优化的策略与环境交互，目的是获得更多的“奖励”，而智能体基

于从环境中观察到的状态和获取的奖励（反馈）不断改进策略。

• 环境（Environment）和状态（State）：环境是智能体执行任务时

的交互对象，向智能体提供状态信息，以及奖励/惩罚的反馈。状态

则是对环境的瞬时描述，表示给定时刻的环境特征。

• 动作（Action）和策略（Policy）：动作是智能体做出的与环境交互的动作选择，

智能体的动作引发环境状态的转移。策略是智能体的“状态⟼动作”的映射函数，决定在特定状态下智能体的动作选择一般用

𝜋(𝑠) → 𝑎表示。

• 奖励（Reward）：是环境到智能体的即时反馈信号，是评估智能体动作效果的核心指标。

• 状态转移（State Transition）：状态转移模型描述了环境动态变化，一般由历史环境状态和瞬时动作决定，一般用P(𝑠′|𝑠, 𝑎)描述

特定动作导致的状态迁移概率。

• 回合（Episode）：描述一个智能体执行任务的完整交互周期，包含一个智能体从初始状态到终止状态的“状态-动作-奖励-状

态…”（即状态转移）的完整轨迹（Trajectory）。



• 强化学习核心目标

• 目标本质：使智能体习得最优策略（Best Possible Policy）；

• 在任意时刻，智能体能够通过观察知晓（或部分知晓）环境的实时状态。智能体同时知晓其自身采取的动作信息。智能

体并不知晓如何针对不同状态选择动作，进而使其获得的回合内的奖励收益最大化。 ❝如何选择动作以最大化回合奖励❞，

即最优策略映射关系，需通过自主学习获得。

强化学习中的实体交互和术语关系



应用简例：无地图模式下基于深度强化学习的
UAV自主避障与导航



强化学习范式和监督学习、无监督学习的对比

状态 动作空间

强化学习模型

输出：动作

环境

奖励（r）

样本/特征 标签/目标值

监督学习

输出：预测
结果

损失函数
（Loss）

样本/特征

无监督学习

输出：总结出的规律
（如聚类结果）
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前置知识：马尔可夫过程（Markov Process）

• 马尔可夫性

• 定义给定t时刻的状态为𝑠𝑡，则马尔可夫性特指当前状态包含了对未来预测所需要的所有有用信息，只要当

前状态可知，所有的历史信息都不再需要，当前状态就可以决定未来。通俗地讲：“未来状态只依赖现在，

与过去无关”。

• 使用状态转移概率描述：

𝒑(𝒔𝒕+𝟏|𝒔𝟏, 𝒔𝟐, ⋯ , 𝒔𝒕) = 𝒑(𝒔𝒕+𝟏|𝒔𝒕)

• 马尔可夫过程（或称马尔可夫链，Markov chain）

• 是一个无记忆的随机过程𝒔𝟏, 𝒔𝟐, ⋯ , 𝒔𝒕；

• 可以用一个二元组 𝒮, Pr 表示，其中

• 𝒮是有限数量的状态集，如𝒮 = {𝒔𝟏, 𝒔2, 𝒔3}，表示状态集中包含三个可能得状态；

• Pr代表状态转移概率矩阵，其元素位置（ 𝑠 → 𝑠′ ）对应状态转移概率𝑝(s𝑡+1 = 𝑠′|𝑠𝑡 = 𝑠)，其中 𝑠′ 表示下一时刻

的状态，s表示当前状态。



马尔可夫过程（Markov Process）

• 示例

• 迷宫中（左图），每个格子代表一个状态，共9个状态；

• 状态之间（格子到邻接格子）的转移概率由人为定义，如右图所示。

图来源：赵世钰《RL的数学原理》



马尔可夫过程（Markov Process，续）

• 另一个示例

• 如右图所示，对于状态s1来说，有0.1的概率保持不变，有

0.2的概率转移到s2状态，有0.7的概率转移到s4状态。

• 以下是状态转移矩阵的一般形式，可据此试写出对应右图的

状态转移矩阵：

Pr=

𝑃(𝑠1|𝑠1) 𝑃(𝑠2|𝑠1) ⋯ 𝑃(𝑠𝑁|𝑠1)
𝑃(𝑠1|𝑠2) 𝑃(𝑠2|𝑠2) ⋯ 𝑃(𝑠𝑁|𝑠2)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑃(𝑠1|𝑠𝑁) 𝑃(𝑠2|𝑠𝑁) ⋯ 𝑃(𝑠𝑁|𝑠𝑁)



从马尔可夫过程到马尔可夫决策过程（Markov 
Decision Process，MDP）

• 马尔可夫决策过程（MDP）：

• 在马尔可夫过程的基础上引入了动作和奖励的概念，状态转移不仅由前一时刻的状态决定，也

由前一时刻所采取的动作决定。

• 马尔可夫决策过程由一个四元组构成： 𝒮, 𝒜, ℛ, Pr

• 𝒮:状态的集合；

• 𝒜(𝑠)：动作的集合，与状态𝑠相关联；

• ℛ 𝑠, 𝑎 ：奖励的集合（实时奖励函数/映射），ℛ(𝑠, 𝑎)与动作和状态相关；

• 状态转移概率图Pr ：其中元素代表在状态𝑠处，采取动作𝑎 ，状态转移到新状态s′的概率为

𝑝(𝑠′|𝑠, 𝑎)；

• 此外，有奖励概率𝑝(𝑟|𝑠, 𝑎)：在状态𝑠下，采取行动𝑎 ，得到即时奖励𝑟的概率。



Markov决策过程转换为Markov奖励过程的转换公式 ：

马尔可夫决策过程的退化情况：马尔可夫奖励过程
（Markov Reward Process，MRP）

• 马尔可夫奖励过程

• 是在马尔可夫过程基础上增加了奖励函数𝑅和衰減系数𝛾，用 四元组 𝒮, ℛ, Pr, 𝛾 表示；

• 折扣因子(Discount factor)，𝛾∈[0, 1]：系统沿时间的累计奖励中对未来奖励的折扣系数，用以权衡即时

奖励和未来奖励的重要性；𝛾越靠近1，考虑的利益越长远。

• 对比Markov决策过程，MRP缺少了动作集，因此，其状态转移概率和奖励概率只同当前状态和前一步状

态有关： 𝑝(𝑠′|𝑠) ， 𝑝(𝑟|𝑠) 。

• 期望奖励𝑟𝑠：表示某一时刻的状态𝑠𝑡 = 𝑠在下一个时刻(𝑡 + 1)能获得的奖励的期望值：

𝑟𝑠 = E[𝑟𝑡+1|𝑠𝑡 = 𝑠]

• 累积奖励𝐺𝑡 （即回报函数）：𝐺𝑡为在一个马尔科夫奖励链上从t时刻开始往后所有的奖励的有衰减的收益

总和： 𝐺𝑡 = 𝑟𝑡+1 + 𝛾𝑟𝑡+2 + 𝛾2𝑟𝑡+3 + ⋯ + 𝛾𝑇−𝑡−1𝑟𝑇



马尔可夫决策过程的扩展情况：部分可观马尔可夫决策过程
（Partially Observable Markov Decision Process，POMDP）

• 部分可观马尔可夫决策过程

• 在POMDP中，智能体无法观测到完整的环境状态，只能通过部分观测结果（观测集）来推断；

• POMDP由一个七元组组成： 𝒮, 𝒜, ℛ, Pr, 𝛺, 𝑂, 𝛾 ，其中

• 𝒮是状态集，表示环境可能处于的所有状态（同MDP）；

• 𝒜是动作集，表示智能体可以执行的所有动作（同MDP）；

• ℛ是奖励集合（函数/映射），表示在某个状态下执行某个动作所获得的即时奖励（同MDP）；

• Pr是状态转移概率，表示在某个状态和动作下，环境转移到另一状态（下个状态）的概率（同

MDP） ；

• 𝛺是观测集，表示智能体能够观测到的所有可能的观测结果；

• 𝑂是观测概率映射𝑝(𝜔|𝑠, 𝑎) ，表示特定状态𝑠下采取动作𝑎后，获得某一观测结果𝜔的概率；

• 𝛾是奖励折扣因子。



贝尔曼方程（Bellman Equation）：平稳策略下的价
值函数

• 状态转移轨迹

• MDP中的状态转移映射由                            决定，其中，𝑠𝑡，𝑎𝑡，𝑠𝑡+1，𝑟𝑡+1均为随机变量

• 状态转移轨迹：

• 累积奖励（根据定义式）：

• 状态价值函数（State Value）

• 给定一个平稳策略𝜋 𝑠 → 𝑎: Pr(𝑎|𝑠)，我们可定义状态价值函数为从状态𝑠起始的累积奖励的期望值：

其中𝑣π 𝑠 不仅依赖状态𝑠 也依赖策略𝜋，但𝑣π 𝑠 作为期望并不依赖时间t。

• 动作价值函数（Action Value）

• 动作价值函数也是一个期望，它不仅依赖起始状态𝑠 和策略𝜋，也依赖起始动作𝑎。它同样不依赖时间。

𝑣π 𝑠 ≜ Eπ 𝐺t|𝑠t = 𝑠

𝑞π 𝑠, 𝑎 ≜ Eπ 𝐺t|𝑠t = 𝑠, 𝑎t = 𝑎

𝐺𝑡 = 𝑟𝑡+1 + 𝛾𝑟𝑡+2 + 𝛾2𝑟𝑡+3 + ⋯ + 𝛾𝑇−𝑡−1𝑟𝑇



贝尔曼方程（Bellman Equation）：状态价值
函数

• 状态价值函数的计算

• （由上式展开得）状态价值函数的最终表达式

𝑣π 𝑠
= Eπ 𝐺t|𝑠t = 𝑠 = Eπ[𝑟𝑡+1 + 𝛾𝑟𝑡+2 + 𝛾2𝑟𝑡+3 + ⋯ |𝑠t = 𝑠] = Eπ 𝑟t+1 + 𝛾𝐺t+1|𝑠t = 𝑠
= Eπ 𝑟t+1|𝑠t = 𝑠] + 𝛾Eπ[𝐺t+1|𝑠t = 𝑠
= σ𝑎∈𝒜 𝜋(𝑎|𝑠) σ𝑟∈ℛ 𝑝 𝑟 𝑠, 𝑎 𝑟+𝛾 σ𝑠′∈𝑆 Eπ 𝐺t+1|𝑠t = 𝑠, 𝑠t+1 = 𝑠′ 𝑝(𝑠′|𝑠)
= σ𝑎∈𝒜 𝜋(𝑎|𝑠) σ𝑟∈ℛ 𝑝 𝑟 𝑠, 𝑎 𝑟+𝛾 σ𝑠′∈𝑆 𝑣𝜋(𝑠′)𝑝(𝑠′|𝑠)

前一部分不变 后一部分从Eπ 𝐺t+1|𝑠t+1 = 𝑠′ 展开

即时奖励的期望 未来奖励的期望



贝尔曼方程（Bellman Equation）：状态价值函
数（续）

• 状态价值函数

• 𝑣π 𝑠 和𝑣π 𝑠 ′是待定的状态价值； 𝑣π 𝑠 的计算依赖于𝑣π 𝑠 ′；当状态转移概率矩阵𝑝(𝑠′|𝑠, 𝑎) 、奖励生成函数

𝑝 𝑟 𝑠, 𝑎 和策略概率𝜋(𝑎|𝑠)已知时，对有限状态的MDP而言，所有状态集里的状态依上式联立成一个可解线性方

程组：

• 在给定策略概率𝜋(𝑎|𝑠)的情况下，上式的解被称为策略评估过程，上述方程成为贝尔曼策略方程（ Bellman 

Policy Equation ）。

• 状态转移概率矩阵𝑝(𝑠′|𝑠, 𝑎) 、奖励生成函数𝑝 𝑟 𝑠, 𝑎 决定了系统模型；但在大多数任务场景中，我们并不知道系

统模型是什么。

即时奖励的期望 未来奖励的期望



贝尔曼方程（Bellman Equation）：动作价值
函数

• 动作价值函数的计算

• （回顾）累积回报函数：

• 上式重写成如下形式：

即可代入如下状态价值函数（同上页）左端，

• 动作价值函数的最终表达式（用动作价值完全取代上式中的策略价值）

𝑣𝜋(𝑠) 𝑞𝜋(𝑠, 𝑎)

෍

𝑎∈𝒜

𝜋 𝑎 𝑠 𝑞𝜋 𝑠, 𝑎 = ෍

𝑎∈𝒜

𝜋 𝑎 𝑠 ෍

𝑟∈ℛ

𝑝 𝑟 𝑠, 𝑎 𝑟 + 𝛾 ෍

𝑠′∈𝒮

𝑝 𝑠′ 𝑠, 𝑎 𝑣𝜋 𝑠′

𝑣𝜋(𝑠) = ෍

𝑎∈𝒜

𝜋 𝑎′ 𝑠′ 𝑞𝜋 𝑠′, 𝑎′



贝尔曼策略方程：动作价值和策略价值的相互转换

• 基于对同一回报函数期望的计算

• 由动作价值表示状态价值：

• 由状态价值表示动作价值：

• 上两式整理后，可得如下价值函数递归关系（Bellman方程）

vπ s = ෍

a∈𝒜(s)

π 𝑎|𝑠 ⋅ qπ 𝑠, 𝑎

qπ s, a = ෍

r,s′

p 𝑠′, 𝑟|𝑠, 𝑎 r + γvπ s′

vπ s = ෍

a∈𝒜

π 𝑎|𝑠 ⋅ ෍

s′,r

p s′, r|s, a r + γvπ s′

qπ 𝑠, 𝑎 = ෍

s′,r

p s′, r|s, a r + γ ෍

a′

π a′|s′ ⋅ qπ 𝑠′, 𝑎′



（续）相邻时刻的“状态-动作”间价值转换
（Backup Diagram）

𝑠: 𝑣𝜋(𝑠)

𝑎1: 𝑞(𝑠, 𝑎1) 𝑎2: 𝑞(𝑠, 𝑎2)

𝑠11

∶ 𝑣𝜋(𝑠11)
𝑠12

∶ 𝑣𝜋(𝑠12)
𝑠21

∶ 𝑣𝜋(𝑠21)
𝑠22

∶ 𝑣𝜋(𝑠22)

𝜋(𝑎1|𝑠) 𝜋(𝑎2|𝑠)

𝑝(𝑠11|𝑠, 𝑎1) 𝑝(𝑠12|𝑠, 𝑎1) 𝑝(𝑠22|𝑠, 𝑎1)𝑝(𝑠21|𝑠, 𝑎1)

𝑟11 𝑟12 𝑟21 𝑟22

状态价值通过动作选择和状态
变化的递归依赖（转换关系）

𝑟1 𝑟2

𝑠1: 𝑣𝜋(𝑠1)

𝑎: 𝑞(𝑠, 𝑎)

𝑠2: 𝑣𝜋(𝑠2)

𝑎11: 𝑞(𝑠1, 𝑎11) 𝑎12: 𝑞(𝑠1, 𝑎12) 𝑎21: 𝑞(𝑠2, 𝑎21) 𝑎22: 𝑞(𝑠2, 𝑎22)

𝑝(𝑠1|𝑠, 𝑎) 𝑝(𝑠2|𝑠, 𝑎)

𝜋(𝑎11|𝑠1) 𝜋(𝑎12|𝑠1) 𝜋(𝑎21|𝑠2) 𝜋(𝑎22|𝑠2)

动作价值通过状态变化和动作
选择的递归依赖（转换关系）

策略
加权

环
境
反
馈

状态价值 动作价值

环
境
反
馈

策略
加权



• 当策略生成函数𝜋(𝑎|𝑠)不再固定时，我们希望求解出一个最优策略 𝜋∗，使得状态价值函数最大化。

• 为此，构建一个以𝜋(𝑎|𝑠)为决策变量的优化问题：

• 此时𝑣 𝑠 和𝑣′ 𝑠 都是未知（待求解）的中间参数；

• 𝜋 · |𝑠 是最终待求解变量；

• 𝑞 𝑠, 𝑎 有如下形式：

贝尔曼最优方程（Bellman Optimality Equation）



在已知MDP模型（状态转移概率）的情况下求解
贝尔曼最优方程

• 预备定理：压缩映射定理

• 一个点𝑥称为不动点（fixed point），当𝑥 = 𝑓(𝑥)；

• 对于任何形式为𝑥 = 𝑓(𝑥)的方程，如果𝑓是一个压缩映射，那么存在一个𝛾 ∈ 0,1 ，使得

• 压缩映射满足不动点的存在性：𝑥∗满足𝑓 𝑥∗ = 𝑥∗；

• 压缩映射满足不动点的唯一性：不动点𝑥∗是唯一的；

例子：
• x=0.5x，其中𝑓 𝑥 = 0.5𝑥, 𝑥 ∈ ℝ, 𝑥∗ = 0是唯一的不动点，它可以通过以下方法迭代求解

𝑥𝑘+1 = 0.5𝑥𝑘

• x=Ax，其中𝑓 𝑥 = Ax，𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛并且||A||＜1，𝑥∗ = 0是唯一的固定点，它可以通过以下方法迭代
求解

𝑥𝑘+1 = A𝑥𝑘



使用压缩映射求解Bellman最优方程（BOE）

• 压缩映射满足如下算法

• （压缩映射定理的一部分）考虑一个序列{𝑥𝑘} ，其中𝑥𝑘+1 = 𝑓 𝑥𝑘 ， 𝑓是一个压缩映射。当𝑘 → ∞，

𝑥𝑘 → 𝑥∗ 对所有初始𝑥0成立，且压缩映射收敛速度是指数速度的。

• 求解贝尔曼最优方程

• 使用迭代方法：

𝑣𝑘+1 = 𝑓 𝑣𝑘 = 𝐦𝐚𝐱
𝜋

𝑟𝜋 + 𝛾𝑃𝜋𝑣𝑘

求解Bellman最优公式，𝑓(𝑣）满足压缩映射∥ 𝑓(𝑣1) − 𝑓(𝑣2) ∥≤ 𝛾 ∥ 𝑣1 − 𝑣2 ∥， 𝛾是折扣系数。

• 因此满足存在性，唯一性和算法，所以对于Bellman最优方程：

𝑣 = 𝑓 𝑣 = max
𝜋

𝑟𝜋 + 𝛾𝑃𝜋𝑣

总存在一个最优方案𝑣∗并且方案是唯一的。这个问题可以通过上述迭代求解：

𝑣𝑘+1 = 𝑓(𝑣𝑘) = max
𝜋

(𝑟𝜋 + 𝛾𝑃𝜋𝑣𝑘)，即𝜋∗ = argmax
𝜋

(𝑟𝜋 + 𝛾𝑃𝜋𝑣∗)

序列𝑣𝑘在任意初始猜测值𝑣0下以指数方式快速的逼近于𝑣∗。



Bellman最优方程的解：值迭代算法

• 顺序迭代算法

• 根据值迭代公式：

• 步骤1：策略更新

• 步骤3：价值更新

• 策略更新在展开后的状态价值函数上求解，有：

• 上述优化问题的确定解（贪婪解）形式为

𝑣𝑘+1 = 𝑓 𝑣𝑘 = 𝐦𝐚𝐱
𝜋

𝑟𝜋 + 𝛾𝑃𝜋𝑣𝑘

𝜋𝑘+1 ← arg max
π

(𝑟𝜋 + 𝛾𝑃𝜋𝑣𝑘)

𝜋∗(𝑎|𝑠) = ቊ
1 𝑎 = 𝑎𝑘

∗  (𝑠)

0 𝑎 ≠ 𝑎𝑘
∗ (𝑠)

𝑎𝑘
∗ (𝑠) = arg max

𝑎
𝑞𝑘  (𝑎, 𝑠)

𝑣𝑘+1 ← 𝑟𝜋𝑘+1
+ 𝛾𝑃𝜋𝑘+1

𝑣𝑘

其中， 𝑎𝑘
∗  (𝑠) 解为



强化学习

1. 强化学习：概述

2. 强化学习的数学基础：马尔可夫决策过程

（Markov Decision Process）

3. 无模型强化学习：时间差分算法和Q-Learning

4. 人工神经网络和强化学习：值函数近似

5. 函数近似下的策略梯度法



时序差分（Temporal Difference）

• 核心思想：在不知道模型信息的情况下，利用当前经验下的状态价值的估值，更新状态价值函数

• 给定策略𝜋和当前经验：{𝑠0, 𝑎1, 𝑠1, 𝑟1, … , 𝑠𝑡 , 𝑎𝑡, 𝑠𝑡+1, 𝑟𝑡+1, … }；

• 价值更新规则（其中t为学习步长）：

• （特点）自举学习（Bootstrapping）：重复通过自身的估计值𝑣t(𝑠t+1)和部分信息𝑟t+1，更新模型参数。

• TD目标和TD误差

• 对本页顶部的（a）式而言：

（a）

其中：
𝛼𝑡 𝑠𝑡 ∈ (0,1]是学习率；
𝑟𝑡+1是即时奖励；
𝛾是折扣因子。

𝑣𝑡+1 𝑠𝑡 = 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − 𝛼𝑡 𝑠𝑡 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − (𝑟𝑡+1 + 𝛾𝑣𝑡 𝑠𝑡+1 )

新状态价
值估计

当前状态
价值估计

TD目标值 ҧ𝑣𝑡

TD误差值𝛿𝑡

只有当前访问的状态s的价值函数估计被更新



• Bellman方程定义下的状态价值函数：

• 移项后可得：

即TD 误差的期望为零。

• 基于残差函数采样的“残差方程解”

• 根据（a）定义残差函数：

• 在实际环境中，我们无法直接计算期望 ，但可以获得采样样本𝑠𝑡+1, 𝑟𝑡+1，用来替代期望值。

• 展开𝑔(𝑣𝜋(𝑠))，可得对其采样估计值 ෤𝑔(𝑣𝜋(𝑠))有：

时序差分和Bellman方程的关系

（a）

它的期望=0

根据这个带观测噪声的采样函数，
我们可以用随机逼近的方式解出
残差函数方程𝑔(𝑣𝜋(𝑠)) = 0



• 残差函数方程𝒈(𝒗𝝅(𝒔)) = 𝟎 的左端项采样估计：

• 引入Robbins-Monro迭代方法求解

• Robbins-Monro求一个方程ℎ 𝜃 = 0（ 𝑤𝑡是观测噪声）的一般迭代方法：

• 将（a）代入（b）得到，

时序差分和Bellman方程的关系（续）

（a）

（b）



时序差分（TD）算法：状态价值更新

• TD价值更新公式：

• TD目标 ҧ𝑣𝑡 ：包含了新的环境反馈𝑟𝑡+1 ，因此被认为是更接近𝑣 𝑠𝑡 真实值的估计，算法希望估计值

𝑣𝑡 𝑠𝑡 能够向 ҧ𝑣𝑡 修正。

• TD误差：是当前价值估计与TD目标之间的差异，反映了当前估计（第t步）与最新信息（t+1步）之间的

不一致程度——

• 一步更新后的价值估计𝑣𝑡+1 𝑠𝑡 向TD目标值 ҧ𝑣𝑡的逼近：

𝑣𝑡+1 𝑠𝑡 = 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − 𝛼𝑡 𝑠𝑡 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − 𝑟𝑡+1 + 𝛾𝑣𝑡 𝑠𝑡+1

新状态价
值估计

当前状态
价值估计

TD目标值 ҧ𝑣𝑡

TD误差值𝛿𝑡

𝛿𝑡 = 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − 𝑟𝑡+1 + 𝛾𝑣𝑡 𝑠𝑡+1



时序差分（TD）算法：状态价值更新（续）

• 单步TD更新：只依赖未来一步的奖励𝑟𝑡+1与下一个状态𝑠𝑡+1的价值函数估计更新对𝒗 𝑠 的估计

• 多步TD更新：依赖未来n步的奖励值和状态𝑠𝑡+𝑛的价值估计进行更新

• 由单步TD扩展至n步：

• 一般化扩展：TD(λ)算法——引入 ​​λ回报（λ-return）机制

• ​​λ回报（λ-return）： 𝐺𝑡
𝜆 = 1 − 𝜆 σ𝑛=1

𝑇−𝑡−1 𝐺𝑡:𝑡+𝑛 + 𝜆𝐺𝑡 （T-t+1表示从当前步数t开始，到终止步数T之间

的步数）；

• 将λ回报（λ-return）作为TD目标函数：

𝑣𝑡+1 𝑠𝑡 = 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − 𝛼𝑡 𝑠𝑡 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − (𝑟𝑡+1 + 𝛾𝑣𝑡 𝑠𝑡+1 )

𝑣𝑡+𝑛 𝑠𝑡 = 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − 𝛼𝑡 𝑠𝑡 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − 𝐺𝑡:𝑡+𝑛

= 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − 𝛼𝑡 𝑠𝑡 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − 𝑟𝑡+1 + 𝛾𝑟𝑡+2 + ⋯ + 𝛾𝑛−1𝑟𝑡+𝑛 + 𝛾𝑛𝑣𝑡 𝑠𝑡+𝑛

𝑣𝑡+𝑛 𝑠𝑡 = 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − 𝛼𝑡 𝑠𝑡 𝑣𝑡 𝑠𝑡 − 𝐺𝑡
𝜆



时序差分（TD）：面向动作价值估计的迭代更新

• SARSA算法：给定策略𝜋，对动作价值函数进行估计的迭代算法

• 每次迭代要求使用{𝑠𝑡 , 𝑎𝑡, 𝑟𝑡+1, 𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡+1}；

• 上述序列对应“State-Action-Reward-State-Action”，也就是SARSA名称的来源；

• SARSA算法的一步更新公式：将TD算法中的状态价值替换成动作价值：

价值函数替换：动作价值函数

原始TD算法

SARSA算法



时序差分（TD）：面向最优策略的SARSA方法

• 基于SARSA的最优策略更新算法

• 初始化：对所有状态-动作对 (s,a) 和所有时间步 t，设置学习率𝛼𝑡 𝑠𝑡 , 𝑎𝑡 和随机探索率𝜖 ∈ (0,1)，初始化

动作价值函数𝑞0 𝑠0, 𝑎0 ；

• 每回合（Episode）的迭代流程：

• 根据𝜋0 𝑠0 生成动作𝑎0 ;

• 在𝑠𝑡 , 𝑎𝑡下通过与环境的交互，收集经验样本{𝑟𝑡+1, 𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡+1}；

• 更新q值：

• 更新策略（ ϵ-贪婪策略法）：

• 更新状态与动作： 𝑠𝑡 ← 𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡 ← 𝑎𝑡+1

如果

其他情况



时序差分（TD）：面向最优策略的Q-Learning方法

• Q-learning算法

• Q-learning使用不同于SARSA的TD目标函数：

• Q-learning的一步更新公式：

• Q-learning中的行为策略（behavior policy）和目标策略（target policy）

• 行为策略：用于生成与环境交互的经验样本（轨迹）的策略；

• 目标策略：不断向最优策略逼近的待更新策略；

• SARSA使用行为策略更新TD-target，称为“在策略（On-policy）”算法；

• Q-learning使用目标策略（或非行为策略其他策略）更新TD-target ，称为“离策略（Off-policy）”算法。

(𝑟𝑡+1 + 𝛾𝑞𝑡 𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡+1 )

SARSA的TD目标函数

(𝑟𝑡+1 + 𝛾max𝑎𝑞 𝑠𝑡+1, 𝑎 )

Q-learning的TD目标函数
对比



强化学习

1. 强化学习：概述

2. 强化学习的数学基础：马尔可夫决策过程

（Markov Decision Process）

3. 无模型强化学习：时间差分算法和Q-Learning

4. 人工神经网络和强化学习：值函数近似

5. 函数近似下的策略梯度法



Q-learning的表更新（Tabular Update）方法

• 离散状态-动作对下的Q-learning算法

• （回顾）在当前“状态-动作对“ (𝑠𝑡 , 𝑎𝑡) 下，对动作价值估计的更新：

• 表更新法：q-值表可以看做是一个二维矩阵，其行表示状态（State），列表示动作（Action），元素

值 q(s,a) 表示在状态 s下选择动作 a的预期累积奖励；

• 表更新方式图示（t时刻下的Q表）：

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4

𝑠1

𝑠2

𝑠3

𝑞(𝑠𝑡 = 𝑠1, 𝑎𝑡 = 𝑎1)

𝑞∗(𝑠𝑡+1 = 𝑠1, 𝑎∗ = 𝑎3)

目标值

更新q表
单元值



值函数表达方式：从表更新到函数近似

• 离散状态-动作对下Q-learning表更新方法的局限性

• 存储开销：“状态-动作对“ (𝑠𝑡 , 𝑎𝑡) 对应的矩阵的维度随𝑠𝑡和𝑎𝑡 的维度呈指数增长：

• 更新效率：每次计算                           时，要遍历所有动作，在高维动作空间中计算开销大；

• 表更新方式无法拓展到连续状态-动作空间。

• 广义线性函数拟合下的状态价值函数

• （回顾广义线性回归方法）引入广义线性函数拟合

• 其中，           是基函数分量组成的特征向量；

• w是可学习的参数向量。

• 假设已知{𝑣𝜋(𝑠𝑖)}𝑖=1
𝑛 ，则可以使用平方和误差（SSE）作为损失函数，构建一个典型的最小二乘问题：

• 最小二乘解：𝐰 = 𝚽T 𝑠 𝚽 𝑠
−1

𝚽 𝑠 𝒗𝜋

更一般地，有



状态价值未知情况下的函数近似方法

• 状态价值函数𝒗𝜋已知的情况下

• 对损失函数                                                        可以采取迭代更新的方法（梯度下降）：

• 其中， 𝛿 = 𝑣𝜋 𝑠𝑡 − ො𝑣(𝑠𝑡 , 𝐰𝑡)，是价值函数估计的误差。

• 状态价值函数𝒗𝜋未知的情况下，可以采取不同的价值函数估计形式代替误差函数中的𝒗𝜋(𝑠)

• 蒙特卡洛（Monte Carlo）法

• 假设有一个完整回合的采样序列{𝑠1, 𝑟1, 𝑠2, 𝑟2 ⋯}，则可使用累积回报𝐺𝑡 = 𝑟𝑡+1 + 𝛾𝑟𝑡+2 + 𝛾2𝑟𝑡+3 + ⋯作为𝒗𝜋(𝑠𝑡)的

近似：

• 时间差分（Temporal Difference，TD）法

• 通过自举学习（Bootstrapping），使用自身的估计值 ො𝑣(𝑠t+1, 𝐰𝑡)和及时奖励信息信息𝑟t+1作为𝒗𝜋(𝑠𝑡)的近似：



动作价值的函数近似方法下的TD-learning

• 动作价值函数近似 + SARSA算法

• 每次迭代要求使用序列{𝑠𝑡 , 𝑎𝑡, 𝑟𝑡+1, 𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡+1}；

• （回顾）SARSA算法中的基于Q表的动作价值更新方程：

• 使用值函数近似的方式，用ො𝑞 (𝑠𝑡 , 𝑎𝑡, 𝐰)代替表元素值𝑞(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡)，依旧采用梯度下降法更新w：

• 使用ϵ-贪婪策略法：

TD目标函数

基于近
似函数
得到贪
婪动作



• 动作价值函数近似 + Q-learning算法

• （回顾）表更新的形式下，Q-learning使用不同于SARSA的TD目标函数：

• 使用值函数近似的方式，用max𝑎 ො𝑞 (𝑠𝑡+1, 𝑎, 𝐰)代替SARSA算法中的ො𝑞 (𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡+1, 𝐰)，依旧采用梯度下降法

更新w：

• 可以和SARSA方法一样，使用ϵ-贪婪策略法平衡未知策略探索和最优策略的使用频率（公式略）。

动作价值的函数近似方法下的Q-learning

(𝑟𝑡+1 + 𝛾𝑞𝑡 𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡+1 )

SARSA的TD目标函数

(𝑟𝑡+1 + 𝛾max𝑎𝑞 𝑠𝑡+1, 𝑎 )

Q-learning的TD目标函数
对比



• 在前述的讨论中，我们并未指定各算法中，ො𝑞 (𝑠𝑡, 𝑎𝑡 , 𝐰)或 ො𝑣 (𝑠𝑡, 𝐰)的形式

• 显然，我们可以使用前馈神经网络等形式实现值函数的近似；

• 回顾最早的基于已知策略、已知状态价值函数的近似函数参数最优化问题的损失函数设计：

• 在动作价值函数的体系下，使用如下Q-Learning式的参数更新（见前述讨论）

相当于使用如下的损失函数设计形式，其中（𝒔, 𝒂, 𝒓, 𝒔′）是一个有序对：

• 深度Q-learning引入两个神经网络：用于值函数近似的主神经网络ො𝑞 (𝑠, 𝑎, 𝐰) ，和更新频率较低的目标网

络ො𝑞 (𝑠, 𝑎, 𝐰𝑇) 。

使用人工神经网络：深度Q-learning算法



• 主神经网络（Main Network）和目标网络（Target Network）的参数更新

• 固定目标网络的参数𝐰𝑇 ，主神经网络梯度形式如下：

• 更新梯度时，一般使用缓存mini-batch序列{(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡 , 𝑟𝑡, 𝑠𝑡+1)}的形式计算 𝐽。

• 主神经网络的输入为“状态-特征对”(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡)，输出为动作价值的估计y = ො𝑞 (𝑠, 𝑎, 𝐰) ；

• TD目标函数定义为：

• 注意：目标网络ො𝑞 (𝑠, 𝑎, 𝐰𝑇) 本身不需要通过反向传播进行训练，而是每隔一定的步长，使用主干网络更新后的𝐰 权重

进行更新。

• 新特性：经验回放池（Experience Replay Buffer）

• 经验回放池中的数据由经验数据对{(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡 , 𝑟𝑡, 𝑠𝑡+1)}有序排列组成；

• 主干网络训练时的mini-batch由回放池中的数据对通过均匀分布随机抽取生成，即认为(𝑠, 𝑎)符合均匀分布。

深度Q-learning的网络参数更新



强化学习

1. 强化学习：概述

2. 强化学习的数学基础：马尔可夫决策过程

（Markov Decision Process）

3. 无模型强化学习：时间差分算法和Q-Learning

4. 人工神经网络和强化学习：值函数近似

5. 函数近似下的策略梯度法



策略梯度法：使用带参函数𝛑 (𝐚|𝐬, 𝐰)估计策略本身

• 给定策略𝛑下的平均状态价值函数

• d(s)：每个状态的价值权重（在给定策略𝛑下的状态分布函数）

• 状态的平稳分布函数𝑑𝜋，对于给定概率转移图P𝜋而言：

• 平均价值函数和累计奖励函数之间的关系

• 给定策略𝛑(𝐰)下沿时间收集奖励{𝑟𝑡+1𝑡=0
∞ }，得到待优化目标函数

• 它和平均价值函数等价

最后一个等号写为矩阵形式：
തv𝜋 = 𝑑𝑇𝑣𝜋

对于带折扣奖励，有：



累计期望奖励函数（目标函数）的梯度

• 优化目标：最大化目标函数𝐉(𝐰)即期望累积奖励）

• 目标函数𝐉(𝐰)对可学习参数w的梯度

• d(s) （状态分布）：表示在策略𝛑下，智能体处于状态 s 的概率。这说明梯度不仅取决于动作的好坏，

还取决于该状态出现的频率。

• 策略梯度）：表示改变参数w会如何影响在状态 s 下选择动作 a 的概率。

• 梯度基于期望的紧凑形式

• 对数导数技巧：                                      是                               的简写，二者数学上等价。



累计期望奖励函数的梯度（续）

• 回顾：目标函数𝐉(𝐰)对可学习参数w的梯度

• 利用期望值的定义，上述公式（a）可写为

• 将                                                                                                              代入（a），得到

（a）



蒙特卡洛策略梯度算法（REINFORCE）

• 根据目标函数𝐉(𝐰)对可学习参数w的梯度，构造梯度上升方法：

• 根据策略梯度公式（展开），有

• 由于真实期望未知，上述公式可由随机梯度（采样梯度）替代：

• 其中，∇𝐰ln𝜋(𝑎𝑡|𝑠𝑡 , 𝐰𝑡)称为得分函数，它衡量了改变参数对选择动作概率的影响程度（对数概率）。

• 𝑞𝑡(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡)是动作价值估计函数，在蒙特卡洛框架下，可以用实际观测到的一整个轨迹（Episode）的

累积回报估计。

• 𝑞𝑡(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡)可以拓展为优势估计（Advantage Estimate），它告诉估计函数（神经网络）：“在状态 𝑠𝑡

选动作 𝑎𝑡到底有多好？” ，例如： 𝐴 = 𝑞𝑡 𝑠𝑡 , 𝑎𝑡 − 𝑏(𝑠) ，其中𝑏(𝑠) 称为baseline。



蒙特卡洛策略梯度算法（REINFORCE，续）

• 随机策略梯度公式

• 可以进一步展开为：

• 其中，引入中间变量                                        ，将更新项转化为了策略概率本身的梯度∇𝐰𝜋(𝑎𝑡|𝑠𝑡 , 𝐰𝑡)

• 𝑞𝑡(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡)是动作价值估计函数，在蒙特卡洛框架下，可以用实际观测到的一整个轨迹（Episode）的

累积回报估计。

• REINFORCE框架下，神经网络输出对连续动作空间和离散动作空间的不同处理

• 离散动作空间中，神经网络通常输出一个概率分布向量（Probabilities），其维度等于动作的总数

（Softmax激活函数）。

• 连续动作空间，策略通常用高斯分布表示，神经网络估计的往往是动作的均值估计。



Actor-Critic（演员-评论家）算法

• 核心思想：结合“策略梯度”与“价值函数估计”

• REINFORCE算法：使用 蒙特卡洛 （Monte Carlo）学习来估计q值。需要等待回合结束，利用实际的累

积回报𝐺𝑡作为q的估计。

• Actor-Critic算法：使用时序差分（Temporal-Difference, TD）学习估计q值。通过自举（Bootstrapping）的

方式，利用下一步的价值估计来更新当前的价值，因此不需要等待回合结束。

• 极简Actor-Critic算法

• Critic：使用Sarsa/Q-learning 算法更新动作价值估计。通过参数w维护一个动作价值函数𝑞𝑡(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡, 𝐰) ，根

据环境的反馈（TD误差）来更新这个函数，例如：

• Actor：使用策略梯度更新，通过参数𝜃，维护一个策略估计函数π(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡, 𝜃)



强化学习
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